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1、请叙述稀疏集的概念.E 是无限维 Banach 空间 X 的有限维线性子空
间，证明 E 是 X 中的稀疏集.

2、T 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的有界线性算子. 试证明以下
结论：

(1) ker(T ) = {x ∈ X : Tx = 0}，证明 ker(T ) 是 X 的闭子空间.
(2) [x] 为 X/ ker(T ) 中元素，证明映射 T̂ : [x] 7→ Tx 是线性的.
(3) 证明 T̂ 是有界的.
(4) 计算 ||T̂ ||.
3、X 为 Banach 空间，X 的对偶空间 X∗ 上的单位球面 S1(X∗) = {x∗ ∈

X∗ : ||x∗|| = 1} 可分，证明 X 可分.
4、证明 Hilbert 空间 H 到 Hilbert 空间 K 上的有界线性算子 T 为有限

秩算子当且仅当存在 {h1, h2, · · · , hn} ⊆ H 和 {k1, k2, · · · , kn} ⊆ K，使得

Th =
n∑

i=1
< h, hi > ki ∀h ∈ H.

5、X，Y，Z 为 Banach 空间.
(1) {Gα} 为 Y 到 Z 的有界线性算子族，且满足若对于所有的 α，若

Gα(y) = 0，则有 y = 0. 证明：若 F 为 X 到 Y 的线性算子，对任意的 α，
Gα ◦ F 有界，则 F 有界.

(2) F 为 X 到自身的线性算子，证明 F 有界当且仅当任意的 x∗ ∈ X∗，
x∗ ◦ F 有界.
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