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一、（15 分）考虑下列函数

fn(x) = nxe−nx2

, n = 1, 2, · · · .

（1）证明：{fn(x)} 在 [0, 1] 不是一致收敛的；

（2）证明： lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx ̸=
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx.

二、（20 分）求下列幂级数的收敛半径，在端点处讨论幂级数的收敛性.

（1）
∞∑

n=0

xn

6
√
n
；

（2）
∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)−n2

· xn.

三、（15 分）（1）证明：
∫ 1

0

xp−1(1− xm)q−1dx =
1

m
B
( p

m
, q
)
；

（2）证明下面等式的成立：∫ 1

0

1√
1− x2n

dx ·
∫ 1

0

xn

√
1− x2n

dx =
π

2n
.

四、（15 分）计算积分：∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx(b > a > 0).

五、（20分）已知数列 {qn}是实数列，该数列单调递减且极限为 0，且
∞∑

n=1

qn = +∞，

证明：

（1）g(x) =
∞∑

n=1

qn · sinnx 在 [−π, π] 上收敛，在 [−π, 0) ∪ (0, π] 上连续；

（2）若 g(x) 在 [−π, π] 上绝对可积，则
∞∑

n=1

qn · sinnx 是 g(x) 的傅里叶级数.

六、（15 分）积分 f(t) =

∫ +∞

1

cosxt
1 + x2

dx. 证明：

（1）f(t) 在 R 上连续；

（2） lim
t→∞

f(t) = 0；

（3）f(t) 在 [0, π] 上至少有一个零点.


