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1. 设 P [0, 1] 是 [0, 1] 上的实系数多项式集合，定义距离 d(x, y) =
∫ 1

0
|x(t) − y(t)| dt。

证明：

(a) P [0, 1] 不完备；

(b) 写出 P [0, 1] 的完备化（不需要证明）。

2. 设 E 是赋范空间，且 A、B 是 E 的子集，A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}。若 A

或 B 为开集，求证：A+B 也是开集。

3. 设 x, y 是域 K 上的内积空间 X 中的元素。求证：x ⊥ y 当且仅当对任意 λ ∈ K，
有 ∥x+ λy∥ = ∥x− λy∥。

4. 定义算子 T : l1 → l∞，T (x) =
(xn

2n

)
n∈N
，其中 x = (xn)n∈N ∈ l1。求证：T 是有界

线性算子，且 ∥T∥ =
1

2
。

5. 设 X 为内积空间，x0 ∈ X。求证：∥x0∥ = supx ̸=0

|⟨x0, x⟩|
∥x∥

。

6. 设 X 是赋范空间，M 是 X 的子空间。求证：M =
∩

f∈X∗

M⊂ker f

ker(f)，其中 ker(f) =

{x ∈ X : f(x) = 0}。

7. 设 X 是 Banach 空间，{xn} 是 X 中的元素列，{λn} 是收敛到 0 的复数序列，且

对任意 f ∈ X∗，有
∑∞

n=1 |f(xn)| < ∞。求证：
∑∞

n=1 λnxn 收敛。
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