
数理科学与大数据本科生2020-2021学年第二学期

“数学分析II”第1次月考试题

一、(本题15分) 计算定积分𝐼 =

∫︁ 1

−1

1 + 𝑥2

1 + 𝑥4
d𝑥.

二、(本题30分)

(1) 求曲线𝑦2 = 2𝑥+ 1与直线𝑦 = 𝑥− 1所围成图形的面积.

(2) 求圆盘𝑥2 + (𝑦 − 𝑏)2 6 𝑎2 (0 < 𝑎 < 𝑏)绕𝑥轴旋转一周得到的旋转体的体积.

三、(本题15分) 设𝑓(𝑥) =

∫︁ 𝑥2

1

sin 𝑡2d𝑡. 求

∫︁ 1

0

𝑥𝑓(𝑥)d𝑥.

四、(本题15分) 设函数𝑓(𝑥)在[0, 1]上非负连续，且存在正实数𝐴和𝐵, 使得

𝑓(𝑥) 6 𝐴+𝐵

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡, ∀𝑥 ∈ [0, 1].

证明：𝑓(𝑥) 6 𝐴e𝐵𝑥, ∀𝑥 ∈ [0, 1].

五、(本题15分) 设函数𝑓(𝑥)在[0, 2𝜋]上连续. 证明：

lim
𝑛→∞

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥)| sin𝑛𝑥|d𝑥 =
2

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥)d𝑥.

六、(本题10分) 设函数𝑓(𝑥)在[−1, 1]上两次连续可微且𝑓(0) = 0. 证明：存在𝜉 ∈ [−1, 1], 使得

𝑓 ′′(𝜉) = 3

∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)d𝑥.
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数理科学与大数据本科生2020-2021学年第二学期

“数学分析II”第2次月考试题

一、(本题15分) 设𝑓(𝑋)是R𝑛中有界闭集𝐷上的连续函数. 用“紧性”证明𝑓(𝑋)在𝐷上有界.

二、(本题30分) 判断下列极限是否存在, 如果存在并求其值.

1. lim
𝑥→∞
𝑦→∞

𝑥+ 𝑦

𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2
.

2. lim
(𝑥,𝑦,𝑧)→(0,0,0)

(︂
𝑥𝑦𝑧

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

)︂𝑥+𝑦

.

三、(本题15分) 设𝑓(𝑥, 𝑦)在圆周Γ =
{︀

(𝑥, 𝑦) ∈ R2
⃒⃒
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2

}︀
上连续. 证明：存在以(𝑥1, 𝑦1),

(𝑥2, 𝑦2)为端点的𝐿的直径且𝑓(𝑥1, 𝑦1) = 𝑓(𝑥2, 𝑦2).

四、(本题15分) 设𝑓(𝑥, 𝑦)在(𝑥0, 𝑦0)的一个邻域内所有偏导数存在且其中一个偏导数

在(𝑥0, 𝑦0)连续. 证明：𝑓(𝑥, 𝑦)在(𝑥0, 𝑦0)可微.

五、(本题15分) 设𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在R2可微，存在𝑎 ̸= 0, 𝑏 ̸= 0使得𝑏
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑎

𝜕𝑧

𝜕𝑦
. 证明：存在𝑔(𝑡)使

得𝑧 = 𝑔(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦).

六、(本题10分) 设𝑓(𝑥, 𝑦)定义在R2上，分别对𝑥与𝑦一元连续，且𝑓(𝑥, 𝑦)把紧集映为紧集. 证

明：𝑓(𝑥, 𝑦)在R2上作为二元函数连续.
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数理科学与大数据本科生2020-2021学年第二学期

“数学分析II”第3次月考试题

一、(本题15分) 写出函数𝑓(𝑥, 𝑦) =
e𝑥

cos 𝑦
在(0, 0)点邻近的二阶泰勒展开式.

二、(本题30分) 求下列方向导数和偏导数.

1. 设𝑓(𝑥, 𝑦) = ln(e𝑥 + 2e𝑦),
→
𝑙= (cos 𝜃, sin 𝜃), 其中𝜃 ∈ [0, 2𝜋), 求

𝜕𝑓

𝜕
→
𝑙

(0, 0).

2. 设𝑧为由方程𝑧3 − 𝑥𝑧 − 𝑦 = 0确定的𝑥, 𝑦的隐函数，求𝑧′′𝑥𝑦.

三、(本题15分) 在曲线𝑥 = cos 𝑡, 𝑦 = sin 𝑡, 𝑧 = e𝑡上求一点，使得该曲线在此点的切线平行于

平面
√

3𝑥+ 𝑦 − 4 = 0.

四、(本题15分) 求函数𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧在条件𝑥+ 𝑦 + 𝑧 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1下的极值.

五、(本题15分) 设𝑛元函数𝑓(𝑋)在𝑋0 ∈ R𝑛的一个邻域内所有二阶偏导数都连续,

且∇𝑓(𝑋0) = 0, 𝑓(𝑋)在𝑋0的黑塞矩阵𝐻𝑓 (𝑋0)为正定矩阵. 证明：存在𝛿 > 0和𝜆 > 0, 使

得当∆𝑋 ∈ R𝑛且0 < |∆𝑋| < 𝛿时，就有𝑓(𝑋0 + ∆𝑋) − 𝑓(𝑋0) > 𝜆|∆𝑋|2.

六、(本题10分) 设𝐷是R𝑛中的凸开区域，𝐹 : 𝐷 → R𝑛是可微映射，对任意𝑋 ∈ 𝐷, 雅可比矩

阵𝐽𝐹 (𝑋)都是正定矩阵，证明：𝐹是单射.
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数理科学与大数据本科生2020-2021学年第二学期

“数学分析II”期末考试试卷（A卷）试题

一、(本题15分) 设𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ln(𝑥+ 𝑟) − 𝑟, 其中𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2. 求证：

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

1

𝑥+ 𝑟
.

二、(本题30分，每小题15分) 计算下列各题.

(1) 判断极限 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

sin(𝑥3 + 𝑦3)

𝑥2 + 𝑦2
是否存在, 如果存在并求其值.

(2) 设函数𝑓(𝑥)在[0, 1]连续，求极限 lim
𝑥→0+

𝑥

∫︁ √
𝑥

𝑥

𝑓(𝑡)

𝑡2
d𝑡.

三、(本题15分) 设𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2([0, 𝜋]), 且𝑓(0) = 3. 已知

∫︁ 𝜋

0

[𝑓(𝑥) + 𝑓 ′′(𝑥)] sin𝑥 d𝑥 = 10, 求𝑓(𝜋).

四、(本题15分) 求球体𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 𝑎2被圆柱面𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎𝑥 (𝑎 > 0)所割下部分立体的体积.

五、(本题15分，第一问5分，第二问10分)

(1) 隐函数存在定理可以保证在哪些点的邻域内，由方程

2𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑦 − 2𝑥− 2𝑦 − 4𝑧 + 4 = 0

可唯一地确定隐函数𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)?

(2) 求隐函数𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)的极值.

六、(本题10分) 设𝑓 : R𝑛 → R为二阶连续可微函数，对任意𝑋 ∈ R𝑛, 𝐻𝑓 (𝑋) − 𝐼𝑛都是半正定

对称矩阵，其中𝐻𝑓 (𝑋)是𝑓在𝑋的黑塞矩阵，𝐼𝑛是𝑛阶单位矩阵. 证明：𝑓(𝑋)在R𝑛上有最小值.
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数理科学与大数据本科生2021-2022学年第二学期

“数学分析II”期中考试试题

一、(本题10分) 判断极限 lim
𝑥2+𝑦2→+∞

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2𝑦2
是否存在，如果存在并求其值.

二、(本题15分) 设𝑓(𝑥, 𝑦) = ln (e𝑥 + e𝑦), 求全微分d𝑓(0, 0)和二阶全微分d2𝑓(0, 0).

三、(本题15分) 求旋轮线𝑥 =
√

3(𝑡− sin 𝑡), 𝑦 =
√

3(1 − cos 𝑡), 0 6 𝑡 6 2𝜋绕𝑥轴旋转所得曲面

的面积.

四、(本题15分) 计算定积分

∫︁ 1
2

− 1
2

𝑥 arcsin𝑥+ sin𝑥√
1 − 𝑥2

d𝑥.

五、(本题15分) 设𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]连续，𝐷 =
{︀

(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ R

}︀
, 令

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) sin 𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷.

证明：𝑔(𝑥, 𝑦)在𝐷上一致连续.

六、(本题15分) 设𝑓(𝑥)在[0, 1]连续. 证明：

lim
𝑛→∞

∫︁ 1

0

𝑛𝑓(𝑥)

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥 =

𝜋

2
𝑓(0).

七、(本题10分) 设𝑓(𝑥)在[0, 1]连续可微, 且

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)d𝑥 = 0, 记𝑀 = max
06𝑥61

|𝑓 ′(𝑥)|. 证明：对任

意𝑥 ∈ [0, 1], 都有 ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡

⃒⃒⃒⃒
6
𝑀

8
.
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数理科学与大数据本科生2021-2022学年第二学期

“数学分析II”期末考试试卷（A卷）试题

一、(本题15分) 设函数𝑓(𝑥)在(−∞,+∞)上连续可微，𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥2 + 𝑦2). 证明：

𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0.

二、(本题15分) 求积分

∫︁ e3

1

ln𝑥

𝑥
√

1 + ln 𝑥
d𝑥.

三、(本题15分) 设𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩
𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0),

0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0).

证明：𝑓(𝑥, 𝑦)在原点(0, 0)处连续且两

个偏导数都存在，但𝑓(𝑥, 𝑦)在(0, 0)点不可微.

四、(本题15分) 计算三重积分 ∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝑧2d𝑥d𝑦d𝑧,

其中𝑉 :

{︃
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 𝑎2,

𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 𝑎)2 6 𝑎2,
𝑎 > 0.

五、(本题15分) 求函数𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧在条件
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

1

𝑎
(𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0, 𝑎 > 0)下

的极值.

六、(本题15分) 设函数𝑓(𝑥)在(−∞,+∞)上连续，且𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡在(−∞,+∞)上单

调递减. 证明：𝑓(𝑥) ≡ 0.

七、(本题10分，每问5分) 设𝐷 =
{︀

(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝑥2 + 𝑦2 < 1

}︀
, 𝑓(𝑥, 𝑦)是𝐷上两次连续可微的有界正

值函数，且对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 都有

∆ ln 𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝑓 2(𝑥, 𝑦),

其中∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
是R2中的拉普拉斯算子. 令𝑔(𝑥, 𝑦) =

2

1 − 𝑥2 − 𝑦2
.
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(1) 证明：对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 都有

∆ [ln 𝑔(𝑥, 𝑦) − ln 𝑓(𝑥, 𝑦)] 6 𝑔2(𝑥, 𝑦) − 𝑓 2(𝑥, 𝑦).

(2) 证明：对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 都有𝑓(𝑥, 𝑦) 6 𝑔(𝑥, 𝑦).
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数理科学与大数据本科生2022-2023学年第二学期

“数学分析II”第1次月考试题

一、(本题15分) 设曲线Γ的极坐标方程是𝑟 = min
{︀

2 sin 𝜃, 2
√

3 cos 𝜃
}︀ (︁

0 6 𝜃 6
𝜋

2

)︁
, 求曲

线Γ所围成的图形的面积.

二、(本题15分) 求𝑦 =
√
𝑥 (0 6 𝑥 6 1)绕直线𝑦 = 𝑥旋转一周所得的旋转体的体积.

三、(本题15分) 设函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上非负连续，令𝜙(𝑥) =

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑥− 𝑡| 𝑓(𝑡)d𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 证

明：𝜙(𝑥)在[𝑎, 𝑏]下凸.

四、(本题15分) 设函数𝑓(𝑥)在[0, 1]上连续且满足0 6 𝑓(𝑥) 6 𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1]. 证明：

(︂∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)d𝑥

)︂2

6
∫︁ 1

0

𝑥2𝑓(𝑥)d𝑥.

五、(本题15分) 设𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩sgn
(︁

sin
𝜋

𝑥

)︁
, 𝑥 ∈ (0, 1],

0, 𝑥 = 0.
证明：𝑓(𝑥)在[0, 1]可积.

六、(本题15分) 设函数𝑓(𝑥)在[−1, 1]上连续. 证明:

lim
𝜆→0+

1

2𝜆

∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)e−
|𝑥|
𝜆 d𝑥 = 𝑓(0).

七、(本题10分) 设函数𝑓(𝑥)在[0,+∞)上可导, 𝑓(0) = 1, 对任意𝑥 > 0, 有𝑓 ′(𝑥) >
∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡.

证明：对任意𝑥 > 0, 有

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡 > 𝑥.
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数理科学与大数据本科生2022-2023学年第二学期

“数学分析II”第2次月考试题

一、(本题15分) 判断极限 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

ln(𝑥+ cos 𝑦)

𝑥+ 𝑦
是否存在，如果存在并求其值.

二、(本题15分) 求函数𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧在点(e, 1, 2)处的全微分.

三、(本题15分) 设𝐷是R𝑛中的有界集，对任意柯西列{𝑋𝑚} ⊆ 𝐷, 极限 lim
𝑚→∞

𝑋𝑚都在𝐷中. 证

明：𝐷是紧集.

四、(本题15分) 设𝑓(𝑋)是R𝑛上的连续函数， lim
|𝑋|→+∞

𝑓(𝑋)存在. 证明：𝑓(𝑋)在R𝑛上有界.

五、(本题15分)设𝐷 ⊆ R2,函数𝑢(𝑥, 𝑦)和𝑣(𝑥, 𝑦)都在𝐷上一致连续，记Ω =
{︀

(𝑢, 𝑣)
⃒⃒
𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷

}︀
,

又设函数𝑓(𝑢, 𝑣)在Ω上一致连续. 证明：复合函数𝑓(𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦))在𝐷上一致连续.

六、(本题15分) 设𝑓(𝑋)是R𝑛上所有偏导数处处都存在的函数，对任意𝑋 ∈ R𝑛, 都

有

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑋)

⃒⃒⃒⃒
6 1, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛. 证明：对任意𝑋, 𝑌 ∈ R𝑛, 有

|𝑓(𝑋) − 𝑓(𝑌 )| 6
√
𝑛|𝑋 − 𝑌 |.

七、(本题10分) 设𝛿 > 0, 𝐷 =
{︀

(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
|𝑥− 𝑥0| < 𝛿, |𝑦 − 𝑦0| < 𝛿

}︀
, 𝑓(𝑥, 𝑦)是𝐷上的函数，对于

任意𝑦 ∈ (𝑦0− 𝛿, 𝑦0)∪ (𝑦0, 𝑦0 + 𝛿), 有 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑦), 对于任给的𝜀 > 0, 存在𝜂 ∈ (0, 𝛿), 使得

当0 < |𝑦 − 𝑦0| < 𝜂时，对任意𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) ∪ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿), 都有|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝜓(𝑥)| < 𝜀. 证明：

两个累次极限存在且相等，即

lim
𝑦→𝑦0

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→𝑥0

lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦).

9



数理科学与大数据本科生2022-2023学年第二学期

“数学分析II”第3次月考试题

一、(本题15分) 设𝑢 = − ln
√︀

(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 + (𝑧 − 𝑐)2, 试问在空间哪些点成立|∇𝑢| = 1.

二、(本题15分) 写出函数𝑓(𝑥, 𝑦) = sin 𝑥 sin 𝑦在点
(︁𝜋

4
,
𝜋

4

)︁
处的二阶泰勒展开式.

三、(本题15分) 设𝐷是R2中的有界闭区域，𝑓(𝑥, 𝑦)在𝐷上连续，在𝐷∘内两次连续可微，对任

意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷∘, 有

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑦) +

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦) = 0,

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) ̸= 0.

证明：𝑓(𝑥, 𝑦)在𝐷上的最大值和最小值只能在𝐷的边界上取得.

四、(本题15分) 求曲面𝑆 : 𝑧 = 𝑥2 + 4𝑦2上的点𝑃 , 使得曲面𝑆在点𝑃处的切平面经过点(5,2,1)且

与直线
𝑥− 1

2
=
𝑦 − 2

1
=
𝑧 − 3

4
平行.

五、(本题15分) 动点𝑃在椭球面2𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 = 1上，函数𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2，方

向�⃗� = (1,−1, 0)，求使得方向导数
𝜕𝑓

𝜕�⃗�
(𝑃 )最大的点𝑃的坐标.

六、(本题15分，第一问5分，第二问10分) 设(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)满足方程组

{︃
𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑧),

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,

𝑓(𝑥, 𝑧)在(𝑥0, 𝑧0)的某邻域内连续可微，𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)在(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)的某邻域内连续可微.

(1) 应用隐函数存在定理，在什么条件下，方程组

{︃
𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑧),

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0
在(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)的某邻域内可

唯一地确定𝑦, 𝑧为𝑥的隐函数𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑧 = 𝑧(𝑥)？

(2) 设(1)的条件成立，求𝑦′(𝑥).

10



七、(本题10分) 设𝑓(𝑥, 𝑦)在R2上连续可微，𝑓(0, 0) = 0, 对任意(𝑥, 𝑦) ∈ R2, 有

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 |𝑥− 𝑦|且

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 |𝑥− 𝑦|.

证明：对任意(𝑥, 𝑦) ∈ R2, 有

|𝑓(𝑥, 𝑦)| 6 1

2
(𝑥− 𝑦)2.

11



数理科学与大数据本科生2022-2023学年第二学期

“数学分析II”期末考试试卷（A卷）试题

一、(本题15分) 求积分

∫︁ e

1

(𝑥 ln𝑥)2 d𝑥.

二、(本题15分) 设𝐷 =
{︀

(𝑥, 𝑡) ∈ R2
⃒⃒
𝑡 > 0

}︀
, 常数𝑎 > 0, 𝑢(𝑥, 𝑡) =

1

2𝑎
√
𝜋𝑡

e−
𝑥2

4𝑎2𝑡 , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷. 证

明：函数𝑢(𝑥, 𝑡)满足方程

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0.

.

三、(本题15分) 设𝑉是由𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 4和𝑥2 + 𝑦2 6 3𝑧所确定的立体，求𝑉的体积.

四、(本题15分) 设𝛿 > 0, 𝜙(𝑥)是[0, 𝛿)上的函数，对任意𝑥 ∈ [0, 𝛿), 有|𝜙(𝑥)| 6 𝑥2, 𝐷 ={︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2

⃒⃒
− 𝛿 < 𝑥𝑦 < 𝛿

}︀
, 令𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜙(|𝑥𝑦|), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 证明：𝑓(𝑥, 𝑦)在点(0, 0)处可微.

五、(本题15分，第一问10分，第二问5分)

(1) 求函数𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ln𝑥 + 2 ln 𝑦 + 3 ln 𝑧在条件𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 6𝑟2 (𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0,

𝑟 > 0)下的极值.

(2) 证明：对任意正实数𝑎, 𝑏, 𝑐, 有𝑎𝑏2𝑐3 6 108

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝑐

6

)︂6

.

六、(本题15分) 设𝑔(𝑥)在(−∞,+∞)上连续，且𝑔(𝑥)不是常数函数，令𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥𝑦),

(𝑥, 𝑦) ∈ R2. 证明：𝑓(𝑥, 𝑦)在R2上不一致连续.

七、(本题10分) 设𝑓(𝑥, 𝑦)在R2上可微，对任意(𝑥, 𝑦) ∈ R2, 有3𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦) + 4𝑓 ′

𝑦(𝑥, 𝑦) = 0,

且𝑓(𝑥, 0) > 0对任意𝑥 ∈ R都成立. 证明：𝑓(𝑥, 𝑦)在R2上恒大于0.
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数理科学与大数据本科生2023-2024学年第二学期

“数学分析II”第1次月考试题

一、(本题15分) 求极限 lim
𝑥→+∞

(︃∫︁ √
𝑥

0

e𝑡
2

d𝑡

)︃ 1
𝑥

.

二、(本题15分) 求曲线𝑥 = e𝑡 sin 𝑡, 𝑦 = e𝑡 cos 𝑡, 0 6 𝑡 6
𝜋

2
绕𝑥轴旋转一周所得曲面的面积.

三、(本题15分) 求积分

∫︁ 1

−1

(𝑥+ 1)(3𝑥− 1) ln
2 + 𝑥

2 − 𝑥
d𝑥.

四、(本题15分) 设函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]可积，𝐺(𝑥)在[𝑎, 𝑏]可导，对任意𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 有𝑓(𝑥) 6 𝐺′(𝑥).

证明： ∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)d𝑥 6 𝐺(𝑏) −𝐺(𝑎).

五、(本题15分) 设𝛿 > 0, 函数𝑓(𝑥)在[0, 𝛿)连续可导，𝑓 ′(0) ̸= 0. 由积分第一中值定理知，对

任意𝑥 ∈ (0, 𝛿), 存在𝜉𝑥 ∈ [0, 𝑥], 使得

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡 = 𝑓(𝜉𝑥) · 𝑥.

证明： lim
𝑥→0+

𝜉𝑥
𝑥

=
1

2
.

六、(本题15分) 证明： lim
𝑛→∞

𝑛

∫︁ 1

0

𝑥𝑛

𝑥𝑛 + 1
d𝑥 = ln 2.

七、(本题10分) 设函数𝑓(𝑥)在[0, 1]连续可导，𝑓(0) = 1, 对任意𝑥 ∈ [0, 1], 有|𝑓 ′(𝑥)| 6 1. 证

明： ⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑓 3(𝑥)d𝑥−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)d𝑥

⃒⃒⃒⃒
6

(︂∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)d𝑥

)︂2

.

13



数理科学与大数据本科生2023-2024学年第二学期

“数学分析II”第2次月考试题

一、(本题共15分) 判断极限 lim
(𝑥, 𝑦)→(0, 0)

𝑥2𝑦2

𝑥2𝑦2 + (𝑥− 𝑦)2
是否存在. 若判断存在, 则求其极限

值；若判断不存在，则给出证明.

二、(本题共15分，其中第1问8分，第2问7分) 设 𝜙(𝑥, 𝑦) 在 (0, 0) 某邻域连续，𝜙(0, 0) = 0,

令 𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|𝜙(𝑥, 𝑦).

(1) 证明： 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 (0, 0) 处两个偏导数存在.

(2) 问 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 (0, 0) 处是否可微? 证明你的结论.

三、(本题共15分) 设函数 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 和 𝑣 = 𝑔(𝑥, 𝑦) 二次可微, 且满足

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=
𝜕𝑔

𝜕𝑦
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −𝜕𝑔

𝜕𝑥
.

设 𝑤 = 𝑤(𝑢, 𝑣) 满足
𝜕2𝑤

𝜕𝑢2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑣2
= 0. 证明：

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0.

四、(本题共15分)设函数 𝑓(𝑥, 𝑦)在 [0, 1]× [0, 1]上有定义,且对任意 𝑥0 ∈ [0, 1],函数 𝑓(𝑥, 𝑦)

在 (𝑥0, 0)连续. 证明：存在 𝛿 > 0, 使函数 𝑓(𝑥, 𝑦)在 [0, 1] × [0, 𝛿]有界.

五、(本题共15分) 设 𝐷 =
{︀

(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑

}︀
, 函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 𝐷 上偏导数 𝑓 ′

𝑥

和 𝑓 ′
𝑦 都存在且有界. 证明函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 𝐷 上一致连续. 若 𝐷 是任意区域, 结论是否仍旧成

立?

六、(本题共15分) 设 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 是 [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] 上的连续函数. 令

𝜙(𝑥, 𝑦) = min
𝑎6𝑧6𝑏

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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证明： 𝜙(𝑥, 𝑦) 在 [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] 连续.

七、(本题共10分) 设 𝐷 ⊆ R𝑛 是有界闭集, 𝑓𝑚(𝑋) 是 𝐷 上连续函数, 𝑚 = 1, 2, · · · , 满足对任

意 𝑋 ∈ 𝐷, {𝑓𝑚(𝑋)}𝑚>1 递减趋于 0. 证明： lim
𝑚→∞

sup
𝑋∈𝐷

𝑓𝑚(𝑋) = 0.
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数理科学与大数据本科生2023-2024学年第二学期

“数学分析II”第3次月考试题

一、(本题共15分) 设曲线Γ =
{︀

(𝑥, 𝑦) ∈ R2
⃒⃒
𝑦2 − 𝑥3 − 1 = 0

}︀
, 𝑃 = (2, 3)是曲线Γ上的一个点.

求曲线Γ在点𝑃处的切线.

二、(本题共15分) 计算𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦3 + 𝑥2𝑦 − 2𝑦在点(1, 1)的二阶泰勒展开式.

三、(本题共15分)设𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)是R3上的可微函数，
→
𝑙 1= (2, 0, 25),

→
𝑙 2= (0, 0, 5),

→
𝑙 3= (0, 2, 5)是R3中

的三个向量，方向导数
𝜕𝑓

𝜕
→
𝑙 𝑖

(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑖 = 1, 2, 3都在R3上恒为零. 证明：偏导数
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦, 𝑧)和

𝜕𝑓

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑦, 𝑧)都在R3上恒为零.

四、(本题共15分) 求函数𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥+ 𝑦 − 3𝑧在条件𝑥2 + 𝑦2 + 9𝑧2 = 1下的极值.

五、(本题共15分) 设函数𝑝(𝑥, 𝑦)二阶连续可微，在
𝜕𝑝

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) ̸= 0且𝑝(𝑥0, 𝑦0) = 0的点(𝑥0, 𝑦0)的

邻域内，方程𝑝(𝑥, 𝑦) = 0可以唯一确定函数𝑦 = 𝑦(𝑥).

证明：

𝑦′′(𝑥) =

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦(𝑥))

)︂−3

· det

⎛⎜⎝
𝜕2𝑝
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑦(𝑥)) 𝜕2𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦(𝑥)) 𝜕𝑝

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦(𝑥))

𝜕2𝑝
𝜕𝑦𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦(𝑥)) 𝜕2𝑝
𝜕𝑦2

(𝑥, 𝑦(𝑥)) 𝜕𝑝
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦(𝑥))
𝜕𝑝
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦(𝑥)) 𝜕𝑝
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦(𝑥)) 0

⎞⎟⎠.
六、(本题共15分，其中第1问12分，第2问3分)考虑R2中的单位圆盘𝐷 =

{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2

⃒⃒
𝑥2 + 𝑦2 6 1

}︀
，

设𝑓(𝑥, 𝑦)是𝐷上的连续函数并且𝑓(𝑥, 𝑦)在𝐷的内部𝐷∘上二阶连续可微，对任意(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷∘，

恒有

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑦) +

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦) > 0.

(1) 任意固定常数𝜀 > 0, 令𝑓𝜀(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜀𝑥2. 证明：𝑓𝜀(𝑥, 𝑦)满足

𝜕2𝑓𝜀
𝜕𝑥2

(𝑥, 𝑦) +
𝜕2𝑓𝜀
𝜕𝑦2

(𝑥, 𝑦) > 0, ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷∘,
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且𝑓𝜀(𝑥, 𝑦)的最大值只能在𝐷的边界上取得.

(2) 证明：𝑓(𝑥, 𝑦)的最大值一定可以在𝐷的边界上取得，即

max
(𝑥,𝑦)∈𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) = max
(𝑥,𝑦)∈𝜕𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦).

七、(本题共10分) 考虑R𝑛中的单位开球𝐵(0, 1) =
{︀
𝑋 ∈ R𝑛

⃒⃒
|𝑋| < 1

}︀
. 设映射𝐹 : 𝐵(0, 1) →

R𝑛连续可微，雅可比矩阵𝐽𝐹 (𝑋)处处非奇异，并满足

lim
|𝑋|→1

|𝐹 (𝑋)| = +∞.

证明：映射𝐹是满射，即对任意𝑌 ∈ R𝑛，存在𝑋 ∈ 𝐵(0, 1), 使得𝐹 (𝑋) = 𝑌 .
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数理科学与大数据本科生2023-2024学年第二学期

“数学分析II”期末考试试卷（A卷）试题

一、(本题共15分) 计算二重积分

∫︁∫︁
𝐷

𝑥𝑦 + 1

𝑥2 + 𝑦2 + 3
d𝑥d𝑦,

其中𝐷 =
{︀

(𝑥, 𝑦) ∈ R2
⃒⃒
𝑥2 + 𝑦2 6 1, 𝑦 > 0

}︀
.

二、(本题共15分) 设函数

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑦√︀
𝑥2 + 𝑦2

, 𝑥2 + 𝑦2 ̸= 0,

0, 𝑥2 + 𝑦2 = 0.

证明：函数𝑓(𝑥, 𝑦)在原点(0, 0)处连续，偏导数𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦)和𝑓 ′

𝑦(𝑥, 𝑦)在R2上处处存在且有界，

但𝑓(𝑥, 𝑦)在(0, 0)点不可微.

三、(本题共15分) 求曲面(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3 = 𝑎2𝑧4所围区域的体积，其中𝑎 > 0为常数.

四、(本题共15分) 设函数𝑓(𝑢, 𝑣)在R2上二次连续可微，且
𝜕2𝑓

𝜕𝑢2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑣2
= 1. 令𝑔(𝑥, 𝑦) =

𝑓

(︂
𝑥𝑦,

𝑥2 − 𝑦2

2

)︂
. 证明：

𝜕2𝑔

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑔

𝜕𝑦2
= 𝑥2 + 𝑦2.

五、(本题共15分) 求函数𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦在闭区域

𝐷 =
{︀

(𝑥, 𝑦) ∈ R2
⃒⃒
𝑥+ 𝑦 6 3, 𝑥2 + 𝑦2 6 8

}︀
上的最大值和最小值.

六、(本题共15分) 设0 < 𝑎 < 𝑏, 函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]连续，

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)d𝑥 = 0. 证明：对任意正实数𝑝,
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存在𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏), 使得 ∫︁ 𝜉

𝑎

𝑓(𝑥)d𝑥 = 𝑝𝜉𝑓(𝜉).

七、(本题共10分，其中第一问7分，第二问3分) 设函数𝑓(𝑥, 𝑡)在[0, 1] × [0, 1]上二次连续可

微，对任意(𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1] × [0, 1], 有
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡)和

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
6 1.

(1) 证明：对任意𝑥, 𝑦, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 1], 有

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑦

𝑥

𝑓(𝑢, 𝑡1)d𝑢−
∫︁ 𝑦

𝑥

𝑓(𝑢, 𝑡2)d𝑢

⃒⃒⃒⃒
6 2 |𝑡1 − 𝑡2| .

(2) 对任意𝑥, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 1], 有

|𝑓(𝑥, 𝑡1) − 𝑓(𝑥, 𝑡2)| 6 5 |𝑡1 − 𝑡2|
1
2 .
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