
数理科学与大数据本科生2021-2022学年第一学期“数学分析I”期末考试试卷

（A卷）参考解答

一、(15分) 求极限lim
𝑥→0

e𝑥 − e−𝑥 − 2𝑥

𝑥− sin𝑥
.

解 由洛必达法则，有

lim
𝑥→0

e𝑥 − e−𝑥 − 2𝑥

𝑥− sin𝑥

= lim
𝑥→0

e𝑥 + e−𝑥 − 2

1− cos𝑥

= lim
𝑥→0

e𝑥 − e−𝑥

sin𝑥

= lim
𝑥→0

e𝑥 + e−𝑥

cos𝑥

=
1 + 1

1

= 2.

�

另解 由泰勒公式，有

lim
𝑥→0

e𝑥 − e−𝑥 − 2𝑥

𝑥− sin𝑥

= lim
𝑥→0

(︀
1 + 𝑥+ 1

2
𝑥2 + 1

6
𝑥3 + 𝑜(𝑥3)

)︀
−
(︀
1 + (−𝑥) + 1

2
(−𝑥)2 + 1

6
(−𝑥)3 + 𝑜(𝑥3)

)︀
− 2𝑥

𝑥−
(︀
𝑥− 1

6
𝑥3 + 𝑜(𝑥3)

)︀
= lim

𝑥→0

1
3
𝑥3 + 𝑜(𝑥3)

1
6
𝑥3 + 𝑜(𝑥3)

= lim
𝑥→0

1
3
+ 𝑜(1)

1
6
+ 𝑜(1)

=
1
3
1
6

= 2.

�
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二、(15分) 求不定积分

∫︁ √
𝑥e

√
𝑥d𝑥.

解 由换元积分法和分部积分法，有

∫︁ √
𝑥e

√
𝑥d𝑥

=

∫︁
𝑡e𝑡d(𝑡2) (𝑥 = 𝑡2,其中𝑡 > 0)

= 2

∫︁
𝑡2e𝑡d𝑡

= 2

∫︁
𝑡2d

(︀
e𝑡
)︀

= 2𝑡2e𝑡 − 2

∫︁
e𝑡 · 2𝑡d𝑡

= 2𝑡2e𝑡 − 4

∫︁
𝑡e𝑡d𝑡

= 2𝑡2e𝑡 − 4

∫︁
𝑡d

(︀
e𝑡
)︀

= 2𝑡2e𝑡 − 4𝑡e𝑡 + 4

∫︁
e𝑡d𝑡

= 2𝑡2e𝑡 − 4𝑡e𝑡 + 4e𝑡 + 𝐶

= 2𝑥e
√
𝑥 − 4

√
𝑥e

√
𝑥 + 4e

√
𝑥 + 𝐶,

其中𝐶是任意常数. �
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三、(15分) 设𝑓(𝑥)和𝑔(𝑥)都是[𝑎, 𝑏]上的连续函数，且𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上的最大值与𝑔(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上的

最大值相等. 证明：存在𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏], 使得𝑓(𝜉) = 𝑔(𝜉).

证 由最值定理知存在𝑥1 ∈ [𝑎, 𝑏], 使得𝑥1是𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上的一个最大值点, 存在𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏],

使得𝑥2是𝑔(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上的一个最大值点. 令𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 则𝜙(𝑥)在[𝑎, 𝑏]连续.

因为𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上的最大值与𝑔(𝑥) 在[𝑎, 𝑏]上的最大值相等，所以𝜙(𝑥1) = 𝑓(𝑥1) − 𝑔(𝑥1) > 0,

𝜙(𝑥2) = 𝑓(𝑥2)− 𝑔(𝑥2) 6 0. 分两种情形讨论.

(i) 𝜙(𝑥1)𝜙(𝑥2) = 0的情形.

这时，𝜙(𝑥1) = 0或𝜙(𝑥2) = 0. 不妨设𝜙(𝑥1) = 0, 取𝜉 = 𝑥1, 就有𝑓(𝜉) = 𝑔(𝜉).

(ii) 𝜙(𝑥1)𝜙(𝑥2) ̸= 0的情形.

这时，𝜙(𝑥1) > 0, 𝜙(𝑥2) < 0. 由根的存在定理知存在介于𝑥1, 𝑥2之间的𝜉, 使得𝜙(𝜉) = 0,

从而𝑓(𝜉) = 𝑔(𝜉). �
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四、(共15分，其中第1问10分，第2问5分)

(1) 证明：对任意𝑥 > 0, 存在唯一的𝜃(𝑥) ∈ (0, 1)满足
√
𝑥+ 1−

√
𝑥 =

1

2
√︀

𝑥+ 𝜃(𝑥)
.

(2) 求极限 lim
𝑥→+∞

𝜃(𝑥).

(1) 证 令𝑓(𝑥) =
√
𝑥, 则𝑓(𝑥)在(0,+∞)可导. 由拉格朗日中值定理知对任意𝑥 > 0, 存

在𝜃(𝑥) ∈ (0, 1)满足𝑓(𝑥+ 1)− 𝑓(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥+ 𝜃(𝑥)), 即

√
𝑥+ 1−

√
𝑥 =

1

2
√︀
𝑥+ 𝜃(𝑥)

.

因为𝑓 ′(𝑥) =
1

2
√
𝑥
在(0,+∞)上严格递减，所以满足上式的𝜃(𝑥)是唯一的. 由上式可以解得

𝜃(𝑥) =
1

4(
√
𝑥+ 1−

√
𝑥)2

− 𝑥 =
(
√
𝑥+ 1 +

√
𝑥)2

4
− 𝑥 =

1

4

[︁
1− 2𝑥+ 2

√︀
𝑥(𝑥+ 1)

]︁
.

(2) 解

lim
𝑥→+∞

𝜃(𝑥)

= lim
𝑥→+∞

1

4

[︁
1− 2𝑥+ 2

√︀
𝑥(𝑥+ 1)

]︁
=

1

4
+

1

2
lim

𝑥→+∞

[︁√︀
𝑥(𝑥+ 1)− 𝑥

]︁
=

1

4
+

1

2
lim

𝑥→+∞

𝑥(𝑥+ 1)− 𝑥2√︀
𝑥(𝑥+ 1) + 𝑥

=
1

4
+

1

2
lim

𝑥→+∞

1√︁
1 + 1

𝑥
+ 1

=
1

4
+

1

2
· 1√

1 + 0 + 1

=
1

2
.

�
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五、(15分) 设函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上无界. 证明：存在𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏], 使得对任意𝛿 > 0, 𝑓(𝑥)在(𝑥0 −

𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∩ [𝑎, 𝑏]上无界.

证法一 反证. 若不然，则对任意𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 存在𝛿𝑥 > 0, 使得𝑓(𝑥)在(𝑥 − 𝛿𝑥, 𝑥 + 𝛿𝑥) ∩ [𝑎, 𝑏]上

有界. 令

I =
{︁
(𝑥− 𝛿𝑥, 𝑥+ 𝛿𝑥)

⃒⃒⃒
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

}︁
,

则I是[𝑎, 𝑏]的一个开覆盖, 从而由有限覆盖定理知其中必有有限子覆盖

I1 =
{︁
(𝑥𝑘 − 𝛿𝑥𝑘

, 𝑥𝑘 + 𝛿𝑥𝑘
)
⃒⃒⃒
𝑘 = 1, · · · , 𝐾

}︁
.

因为𝑓(𝑥)在(𝑥𝑘 − 𝛿𝑥𝑘
, 𝑥𝑘 + 𝛿𝑥𝑘

) ∩ [𝑎, 𝑏]上有界, 所以存在常数𝑀𝑘 > 0, 使得|𝑓(𝑥)| 6 𝑀𝑘,

∀𝑥 ∈ (𝑥𝑘 − 𝛿𝑥𝑘
, 𝑥𝑘 + 𝛿𝑥𝑘

) ∩ [𝑎, 𝑏], 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝐾. 令𝑀 = max{𝑀1,𝑀2, · · · ,𝑀𝐾} > 0, 则对

任意𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 由I1是子覆盖知存在𝑘 ∈ {1, 2, · · · , 𝐾}, 使得𝑥 ∈ (𝑥𝑘 − 𝛿𝑥𝑘
, 𝑥𝑘 + 𝛿𝑥𝑘

) ∩ [𝑎, 𝑏], 于

是|𝑓(𝑥)| 6𝑀𝑘 6𝑀 . 这与“函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上无界”矛盾. �

证法二 因为函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上无界，所以对任意𝑀 > 0, 存在𝑥𝑀 ∈ [𝑎, 𝑏], 使得|𝑓(𝑥𝑀)| > 𝑀 .

依次取𝑀 = 1, 2, 3, · · · , 将相应的𝑥𝑀记为𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, · · · , 就得到数列{𝑥𝑛} ⊆ [𝑎, 𝑏], 满

足|𝑓(𝑥𝑛)| > 𝑛. 由致密性定理知{𝑥𝑛}有收敛子列{𝑥𝑛𝑘
}, 设𝑥0 = lim

𝑘→∞
𝑥𝑛𝑘

, 则𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏].

由𝑥0 = lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘
知对任意𝛿 > 0, 存在正整数𝐾, 当𝑘 > 𝐾时，有|𝑥𝑛𝑘

− 𝑥0| < 𝛿. 于是

当𝑘 > 𝐾时，有𝑥𝑛𝑘
∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∩ [𝑎, 𝑏]. 对任意𝑀 > 0, 取𝑘 = max{𝐾 + 1, [𝑀 ] + 1},

则𝑥𝑛𝑘
∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∩ [𝑎, 𝑏]且|𝑓(𝑥𝑛𝑘

)| > 𝑛𝑘 > 𝑘 > 𝑀 , 故𝑓(𝑥)在(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∩ [𝑎, 𝑏]上无

界. �

证法三 令𝑎1 = 𝑎, 𝑏1 = 𝑏, 把[𝑎1, 𝑏1]等分为两个小的闭区间

[︂
𝑎1,

𝑎1 + 𝑏1
2

]︂
和

[︂
𝑎1 + 𝑏1

2
, 𝑏1

]︂
,

则𝑓(𝑥)至少在这两个小区间中的一个上无界. 将𝑓(𝑥)在其上无界的一个小区间取为[𝑎2, 𝑏2]. 再

将[𝑎2, 𝑏2]等分为两个小的闭区间

[︂
𝑎2,

𝑎2 + 𝑏2
2

]︂
和

[︂
𝑎2 + 𝑏2

2
, 𝑏2

]︂
, 将𝑓(𝑥)在其上无界的一个小区间
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取为[𝑎3, 𝑏3]. 重复以上过程, 一直做下去，得到闭区间列{[𝑎𝑛, 𝑏𝑛]}, 满足:

(i) [𝑎1, 𝑏1] ⊇ [𝑎2, 𝑏2] ⊇ · · · ⊇ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊇ · · · ;

(ii) 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 =
𝑏− 𝑎

2𝑛−1
→ 0 (𝑛 → ∞);

(iii) 对任意𝑛, 𝑓(𝑥)在[𝑎𝑛, 𝑏𝑛]上无界.

根据区间套定理, 存在𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏], 使得对任意正整数𝑛, 有𝑎𝑛 6 𝑥0 6 𝑏𝑛, 并且𝑥0 =

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛. 由𝑥0 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛知对任意𝛿 > 0, 存在正整数𝑁 , 当𝑛 > 𝑁时，

有|𝑎𝑛 − 𝑥0| < 𝛿且|𝑏𝑛 − 𝑥0| < 𝛿. 于是当𝑛 > 𝑁时，有[𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊆ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∩ [𝑎, 𝑏]. 因此，

由𝑓(𝑥)在[𝑎𝑛, 𝑏𝑛]上无界知𝑓(𝑥)在(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∩ [𝑎, 𝑏]上无界. �
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六、(15分) 设实数𝛼 < 1. 证明：函数𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼 ln𝑥在[1,+∞)上一致连续.

证 对𝑓(𝑥)求导，得

𝑓 ′(𝑥) = 𝛼𝑥𝛼−1 ln𝑥+ 𝑥𝛼 · 1
𝑥
=

𝛼 ln𝑥+ 1

𝑥1−𝛼
.

由洛必达法则得

lim
𝑥→+∞

𝑓 ′(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝛼 ln𝑥+ 1

𝑥1−𝛼
= lim

𝑥→+∞

𝛼
𝑥

(1− 𝛼)𝑥−𝛼
= lim

𝑥→+∞

𝛼

(1− 𝛼)𝑥1−𝛼
= 0.

由函数极限的定义知，对𝜀 = 1, 存在𝑋 > 1, 当𝑥 > 𝑋时，有|𝑓 ′(𝑥) − 0| < 𝜀, 故当𝑥 > 𝑋时，

有|𝑓 ′(𝑥)| < 1. 由初等函数的连续性知𝑓 ′(𝑥)在[1,+∞)上连续，故由闭区间上连续函数的有

界定理知𝑓 ′(𝑥)在[1, 𝑋]上有界. 设对任意𝑥 ∈ [1, 𝑋], 都有|𝑓 ′(𝑥)| 6 𝑀 ′, 令𝑀 = max{𝑀 ′, 1},

则对任意𝑥 ∈ [1,+∞), 都有|𝑓 ′(𝑥)| 6 𝑀 , 即𝑓 ′(𝑥)在[1,+∞)上有界. 由教材6.5节例题的结论

知“若函数𝑓(𝑥)在区间𝐼可导且导数𝑓 ′(𝑥)在区间𝐼有界, 则𝑓(𝑥)在区间𝐼一致连续”，故函

数𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼 ln𝑥在[1,+∞)上一致连续.

�

7



七、(10分) 设函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]连续，在(𝑎, 𝑏)可导，且𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) > 0, 𝑓(𝑎)𝑓
(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
< 0. 证明：

存在𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏), 使得𝑓 ′(𝜉) = 𝑓(𝜉).

证 由𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) > 0知𝑓(𝑎)与𝑓(𝑏)同号,由𝑓(𝑎)𝑓
(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
< 0知𝑓(𝑎)与𝑓

(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
异号，由此知𝑓

(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
与𝑓(𝑏)异号，即𝑓

(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
𝑓(𝑏) < 0. 因为函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]连续，𝑓(𝑎)𝑓

(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
< 0, 所以由介值定

理知存在𝜉1 ∈
(︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

)︀
, 使得𝑓(𝜉1) = 0; 因为函数𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]连续，𝑓

(︀
𝑎+𝑏
2

)︀
𝑓(𝑏) < 0, 所以由介

值定理知存在𝜉2 ∈
(︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
)︀
, 使得𝑓(𝜉2) = 0. 令

𝑔(𝑥) = e−𝑥𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

则由𝑓(𝑥)在(𝑎, 𝑏)可导知𝑔(𝑥)在[𝜉1, 𝜉2]可导，由𝑓(𝜉1) = 𝑓(𝜉2) = 0得𝑔(𝜉1) = 𝑔(𝜉2) = 0. 因此，根

据罗尔定理知存在𝜉 ∈ (𝜉1, 𝜉2) ⊆ (𝑎, 𝑏), 使得𝑔′(𝜉) = 0, 即e−𝜉[𝑓 ′(𝜉)− 𝑓(𝜉)] = 0. 因为e−𝜉 ̸= 0, 所

以𝑓 ′(𝜉)− 𝑓(𝜉) = 0, 从而𝑓 ′(𝜉) = 𝑓(𝜉). �
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