
数理科学与大数据本科生2021-2022学年第二学期

“数学分析II”期中考试试题参考解答

一、(15分) 判断极限 lim
𝑥2+𝑦2→+∞

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2𝑦2
是否存在，如果存在并求其值.

解 极限 lim
𝑥2+𝑦2→+∞

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2𝑦2
不存在. 证明如下. 取(𝑥𝑚, 𝑦𝑚) =

(︂
𝑚,

1

𝑚

)︂
, 𝑚 = 1, 2, · · · , 则𝑥2

𝑚 +

𝑦2𝑚 = 𝑚2 +
1

𝑚2
→ +∞ (𝑚 → ∞), 而

lim
𝑚→∞

𝑥2
𝑚 + 𝑦2𝑚
𝑥2
𝑚𝑦

2
𝑚

= lim
𝑚→∞

𝑚2 + 1
𝑚2

𝑚2 · 1
𝑚2

= lim
𝑚→∞

(︂
𝑚2 +

1

𝑚2

)︂
= +∞,

故极限 lim
𝑥2+𝑦2→+∞

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2𝑦2
不存在. �

二、(15分) 设𝑓(𝑥, 𝑦) = ln (e𝑥 + e𝑦), 求全微分d𝑓(0, 0)和二阶全微分d2𝑓(0, 0).

解 对𝑓(𝑥, 𝑦)求偏导，得

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

e𝑥

e𝑥 + e𝑦
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

e𝑦

e𝑥 + e𝑦
,

故

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0, 0) =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0, 0) =

1

2
,

于是

d𝑓(0, 0) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0, 0)d𝑥+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0, 0)d𝑦 =

1

2
d𝑥+

1

2
d𝑦.

再对𝑓(𝑥, 𝑦)求二阶偏导，得

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂
=

e𝑥 · (e𝑥 + e𝑦)− e𝑥 · e𝑥

(e𝑥 + e𝑦)2
=

e𝑥e𝑦

(e𝑥 + e𝑦)2
,

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂
=

−e𝑥e𝑦

(e𝑥 + e𝑦)2
,

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
=

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑦

)︂
=

e𝑦 · (e𝑥 + e𝑦)− e𝑦 · e𝑦

(e𝑥 + e𝑦)2
=

e𝑥e𝑦

(e𝑥 + e𝑦)2
,

故

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(0, 0) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(0, 0) =

1

4
,

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0, 0) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(0, 0) = −1

4
,

于是

d2𝑓(0, 0) =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(0, 0)d𝑥2 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0, 0)d𝑥d𝑦 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(0, 0)d𝑥d𝑦 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(0, 0)d𝑦2

=
1

4
d𝑥2 − 1

2
d𝑥d𝑦 +

1

4
d𝑦2. �
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三、(15分) 求旋轮线𝑥 =
√
3(𝑡− sin 𝑡), 𝑦 =

√
3(1− cos 𝑡), 0 6 𝑡 6 2𝜋绕𝑥轴旋转所得曲面的面

积.

解 由旋转曲面的面积公式，得

𝑆 = 2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑦(𝑡)
√︀
[𝑥′(𝑡)]2 + [𝑦′(𝑡)]2d𝑡

= 2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

√
3(1− cos 𝑡)

√︀
3(2− 2 cos 𝑡)d𝑡

= 24𝜋

∫︁ 2𝜋

0

sin3 𝑡

2
d𝑡 = 48𝜋

∫︁ 𝜋

0

sin3 𝑢d𝑢 = 96𝜋

∫︁ 𝜋
2

0

sin3 𝑢d𝑢

= 96𝜋 · 2
3
= 64𝜋. �

四、(15分) 计算定积分

∫︁ 1
2

− 1
2

𝑥 arcsin𝑥+ sin𝑥√
1− 𝑥2

d𝑥.

解 令𝑓(𝑥) =
𝑥 arcsin𝑥√

1− 𝑥2
, 𝑔(𝑥) =

sin𝑥√
1− 𝑥2

, 则𝑓(𝑥)是偶函数，𝑔(𝑥)是奇函数. 于是

∫︁ 1
2

− 1
2

𝑥 arcsin𝑥+ sin𝑥√
1− 𝑥2

d𝑥

=

∫︁ 1
2

− 1
2

[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]d𝑥

=

∫︁ 1
2

− 1
2

𝑓(𝑥)d𝑥+

∫︁ 1
2

− 1
2

𝑔(𝑥)d𝑥

= 2

∫︁ 1
2

0

𝑓(𝑥)d𝑥+ 0

= 2

∫︁ 1
2

0

𝑥 arcsin𝑥√
1− 𝑥2

d𝑥

= 2

∫︁ 𝜋
6

0

sin 𝑡 · 𝑡
cos 𝑡

d(sin 𝑡) (𝑥 = sin 𝑡)

= 2

∫︁ 𝜋
6

0

𝑡 sin 𝑡d𝑡

= −2𝑡 cos 𝑡

⃒⃒⃒⃒𝜋
6

0

+ 2

∫︁ 𝜋
6

0

cos 𝑡d𝑡

= −
√
3

6
𝜋 + 2 · 1

2

= 1−
√
3

6
𝜋. �
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五、(15分) 设𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]连续，𝐷 =
{︀
(𝑥, 𝑦)

⃒⃒
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ R

}︀
, 令

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) sin 𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷.

证明：𝑔(𝑥, 𝑦)在𝐷上一致连续.

证 由连续函数的有界定理知𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]有界，故存在常数𝑀 > 0, 使得对任意𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

有|𝑓(𝑥)| 6 𝑀 . 由一致连续性的康托尔定理知𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]一致连续，故对任意𝜀 > 0, 存

在𝛿 > 0(不妨设𝛿 < 𝜀), 使得当𝑥, 𝑥′ ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑥 − 𝑥′| < 𝛿时，有|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)| < 𝜀. 于是

当(𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝐷, |(𝑥, 𝑦)− (𝑥′, 𝑦′)| < 𝛿时，有|𝑥− 𝑥′| < 𝛿, |𝑦 − 𝑦′| < 𝛿, 并且

|𝑔(𝑥, 𝑦)− 𝑔(𝑥′, 𝑦′)|

= |𝑓(𝑥) sin 𝑦 − 𝑓(𝑥′) sin 𝑦′|

= |𝑓(𝑥) sin 𝑦 − 𝑓(𝑥′) sin 𝑦 + 𝑓(𝑥′) sin 𝑦 − 𝑓(𝑥′) sin 𝑦′|

6 |𝑓(𝑥) sin 𝑦 − 𝑓(𝑥′) sin 𝑦|+ |𝑓(𝑥′) sin 𝑦 − 𝑓(𝑥′) sin 𝑦′|

= |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥′)| · | sin 𝑦|+ |𝑓(𝑥′)| · | sin 𝑦 − sin 𝑦′|

6 𝜀 · 1 +𝑀 · |𝑦 − 𝑦′|

< 𝜀+𝑀𝛿

< 𝜀+𝑀𝜀

= (𝑀 + 1)𝜀.

由一致连续的定义知𝑔(𝑥, 𝑦)在𝐷上一致连续. �
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六、(15分) 设𝑓(𝑥)在[0, 1]连续. 证明：

lim
𝑛→∞

∫︁ 1

0

𝑛𝑓(𝑥)

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥 =

𝜋

2
𝑓(0).

证 令𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(0), 则𝑔(𝑥)在[0, 1]连续，𝑔(0) = 0. 因为

lim
𝑛→∞

∫︁ 1

0

𝑛

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥 = lim

𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

d𝑡

1 + 𝑡2
(𝑡 = 𝑛𝑥) = lim

𝑛→∞
arctan𝑛 =

𝜋

2
,

所以只需证明

lim
𝑛→∞

∫︁ 1

0

𝑛𝑔(𝑥)

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥 = 0.

由连续函数的有界定理知𝑔(𝑥)在[𝑎, 𝑏]有界，故存在常数𝑀 > 0, 使得对任意𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

有|𝑔(𝑥)| 6 𝑀 . 由𝑔(𝑥)在[0, 1]连续且𝑔(0) = 0知对任意𝜀 > 0, 存在𝛿 > 0(不妨设𝛿 < 1), 使得

当𝑥 ∈ [0, 𝛿]时，有|𝑔(𝑥)| < 𝜀. 于是有⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑛𝑔(𝑥)

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥

⃒⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝛿

0

𝑛𝑔(𝑥)

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

𝛿

𝑛𝑔(𝑥)

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥

⃒⃒⃒⃒
6

∫︁ 𝛿

0

𝑛

1 + 𝑛2𝑥2
|𝑔(𝑥)|d𝑥+

∫︁ 1

𝛿

𝑛

1 + 𝑛2𝑥2
|𝑔(𝑥)|d𝑥

< 𝜀

∫︁ 𝛿

0

𝑛

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥+𝑀

∫︁ 1

𝛿

𝑛

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥

= 𝜀

∫︁ 𝑛𝛿

0

d𝑡

1 + 𝑡2
+𝑀

∫︁ 𝑛

𝑛𝛿

d𝑡

1 + 𝑡2

= 𝜀 · arctan(𝑛𝛿) +𝑀 [arctan𝑛− arctan(𝑛𝛿)]

<
𝜋

2
𝜀+𝑀 [arctan𝑛− arctan(𝑛𝛿)].

因为

lim
𝑛→∞

[arctan𝑛− arctan(𝑛𝛿)] =
𝜋

2
− 𝜋

2
= 0,

所以对上述𝜀 > 0, 存在正整数𝑁 , 当𝑛 > 𝑁时，有0 < arctan𝑛 − arctan(𝑛𝛿) < 𝜀. 于是

当𝑛 > 𝑁时，有 ⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑛𝑔(𝑥)

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥

⃒⃒⃒⃒
<

𝜋

2
𝜀+𝑀𝜀 =

(︁𝜋
2
+𝑀

)︁
𝜀.

按极限定义知

lim
𝑛→∞

∫︁ 1

0

𝑛𝑔(𝑥)

1 + 𝑛2𝑥2
d𝑥 = 0.

这就完成了证明. �
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七、(10分) 设𝑓(𝑥)在[0, 1]连续可微, 且

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)d𝑥 = 0, 记𝑀 = max
06𝑥61

|𝑓 ′(𝑥)|. 证明：对任

意𝑥 ∈ [0, 1], 都有 ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

𝑀

8
.

证 令𝐹 (𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑡)d𝑡, 则𝐹 (𝑥)在[0, 1]两次连续可微，𝐹 (0) = 𝐹 (1) = 0, 𝑀 = max
06𝑥61

|𝐹 ′′(𝑥)|.

问题归为证明对任意𝑥 ∈ [0, 1], 都有|𝐹 (𝑥)| 6 𝑀

8
. 由连续函数的最值定理知|𝐹 (𝑥)|在[0, 1]取

得最大值，设𝑥0 ∈ [0, 1]是|𝐹 (𝑥)|在[0, 1]的一个最大值点，问题进一步归为证明|𝐹 (𝑥0)| 6
𝑀

8
.

若𝐹 (𝑥0) = 0, 则|𝐹 (𝑥0)| 6
𝑀

8
显然成立. 若𝐹 (𝑥0) ̸= 0, 则不妨设𝐹 (𝑥0) > 0(否则以−𝐹代替𝐹进

行讨论)，于是𝑥0 ∈ (0, 1)且𝑥0也是𝐹 (𝑥)在[0, 1]的一个最大值点. 由费马定理知𝐹 ′(𝑥0) = 0, 下

面分两种情形讨论.

(i) 𝑥0 ∈
(︂
0,

1

2

]︂
的情形.

由泰勒公式得

0 = 𝐹 (0) = 𝐹 (𝑥0) + 𝐹 ′(𝑥0)(0− 𝑥0) +
1

2
𝐹 ′′(𝜉)(0− 𝑥0)

2 = 𝐹 (𝑥0) +
1

2
𝐹 ′′(𝜉)𝑥2

0,

其中𝜉 ∈ (0, 𝑥0). 由此可见

|𝐹 (𝑥0)| =
1

2
|𝐹 ′′(𝜉)|𝑥2

0 6
1

2
·𝑀 ·

(︂
1

2

)︂2

=
𝑀

8
.

(ii) 𝑥0 ∈
(︂
1

2
, 1

)︂
的情形.

由泰勒公式得

0 = 𝐹 (1) = 𝐹 (𝑥0) + 𝐹 ′(𝑥0)(1− 𝑥0) +
1

2
𝐹 ′′(𝜂)(1− 𝑥0)

2 = 𝐹 (𝑥0) +
1

2
𝐹 ′′(𝜂)(1− 𝑥0)

2,

其中𝜂 ∈ (𝑥0, 1). 由此可见

|𝐹 (𝑥0)| =
1

2
|𝐹 ′′(𝜂)|(1− 𝑥0)

2 6
1

2
·𝑀 ·

(︂
1

2

)︂2

=
𝑀

8
.

这就完成了证明. �
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