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得 分 一、 (15分) 设 A1, A2 是赋范空间 X 中的子集. 如果 A1 是紧集, A2 是闭集且 A1 ∩ A2 = ∅. 证明: 存在 r > 0,

使得

(A1 + U(0, r)) ∩A2 = ∅,

其中 U(0, r) = {x ∈ X : ∥x∥ < r}.

得 分 二、 (15分) 当 1 < r < s < ∞ 时, 有 Ls[a, b] ⊂ Lr[a, b].
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得 分 三、 (15分) 设 A 是赋范空间 X 的子集. 证明: A 在 X 中是有界集当且仅, 当对任意的x∗ ∈ X∗, 集合 x∗(A) ≡

{x∗(z) : z ∈ A} 是有界集.

得 分 四、 (15分)设 ∥ ·∥是 C[0, 1]中的完备范数使得:当 lim
n→∞

∥xn−x0∥ = 0时,对任意的t ∈ [0, 1],都有 lim
n→∞

xn(t) =

x0(t). 证明: ∥ · ∥ 等价于上确界范数 ∥ · ∥∞, 也即是: 存在常数 C1, C2 > 0 使得

C1∥x∥∞ ≤ ∥x∥ ≤ C2∥x∥∞, ∀x ∈ C[0, 1].
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得 分 五、 (15分) 设 (X, ∥ · ∥) 是赋范空间, 对任意的 x, y ∈ X, 令

ρ(x, y) =

{
0 如果x = y,

∥x− y∥+ 1 如果x ̸= y.
.

证明: ρ 是 X 上的一个距离, 但不能由范数诱导.

得 分 六、 (15分) 设 X 是赋范空间, X0是 X 的稠密子空间. 证明: 对于每一个 x ∈ X, 存在元列 {xn}∞n=1 ⊂ X0 使得

x =
∞∑
n=1

xn 且
∞∑
n=1

∥xn∥ < ∞.
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得 分 七、 (10分) 设 Y 是可分 Banach 空间 X 的闭子空间. 已知商空间 X/Y ≡ {x+ Y : x ∈ X} 在商范数

∥x+ Y ∥ = inf{∥x+ y∥ : y ∈ Y }

下仍然是 Banach 空间; 相应的商映射 π : X → X/Y 定义为

π(x) = x+ Y, ∀x ∈ X.

证明: X/Y 也是可分的.
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