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一、已知曲面2xy + 2xz + 2yz = 1.用第一类正交变换将该曲面化为标准型，并指出曲面类

型.

解：由题意可得方程对应二次型有 A =
( 0 1 1
1 0 1
1 1 0

)
,|λE − A| =

∣∣∣ λ −1 −1−1 λ −1
−1 −1 λ

∣∣∣ =(λ+ 1)2(λ− 2),可解得特征值

为−1，2.

①λ = −1时，得到特征向量有 ξ1 =
(−1

1
0

)
, ξ2 =

(−1
0
1

)
;

②λ = 2时，得到的特征向量为ξ3 =
( 1
1
1

)
.

∵实对称矩阵属于不同特征值的特征向量正交，

∴正交化：记 η1 = ξ1 =
(−1

1
0

)
, 则η2 = ξ2 − (η1,ξ2)

(η1,η1)
η1 =

(− 1
2

− 1
2
1

)
, η3 = ξ3 =

( 1
1
1

)
.

单位化：γ1 =
η1
|η1|=

(−√
2

2√
2

2
0

)
, γ2 =

η2
|η2|=

(−√
6

6

−
√

6
6√
6

3

)
, γ3 =

η3
|η3|=

( √
3

3√
3

3√
3

3

)
.

将其排列为3×3矩阵记为 T =
(−√

2
2 −

√
6

6

√
3

3√
2

2 −
√

6
6

√
3

3

0
√

6
3

√
3

3

)
求|T |得|T |=1,为第一类正交变换。

于是标准型=T−1AT =
(−1 0 0

0 −1 0
0 0 2

)
,即曲面化为−ω2

1 − ω2
2 + 2ω2

3 = 1,曲面类型为双叶双曲面。

二、已知A是n × n的实对称矩阵.证明:对任意的列向量α都有一个正常数c使得|α′Aα| 6

cα′α.

解：（注意：最后不等式中| |不是指求行列式，因为它本身就是一个数，所以在这里是绝对值的意思。）
∵ A是实对称矩阵

∴ 必存在一个正交矩阵T使得T−1AT能化为标准型，记该标准型为B。

不等式左边=|α′TBT−1α| =
n∑
i=1

bix
2
i .取c = max{|bi|}(i = 1, 2, ..., n),显然有不等式恒成立。此c即为所

求。

三、求矩阵
(

4 6 −15
1 3 −5
1 2 −4

)
的若尔当标准型.

解：|λE − A| =
∣∣∣ λ−4 −6 15
−1 λ−3 5
−1 −2 λ+4

∣∣∣ 易得D1(λ) = 1, D2(λ) = λ − 1, D3(λ) = (λ − 1)3. 则有d1(λ) = D1 =

1, d2(λ) =
D2

D1
= λ− 1, d3(λ) =

D3

D2
= (λ− 1)2.

可求得初等因子为(λ− 1)2, λ− 1,因此有该矩阵的若当标准型为：
(

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)
四、设A是n阶非零实对称矩阵，记Rn的两个子空间为U = {X ∈ Rn|AX = 0}, V = {AX|X ∈
Rn}证明:U是V在Rn的正交补空间.

证：取Rn中的一组标准正交基，取∀α ∈ U,∀Aβ ∈ V (令α和Aβ都表示该向量在标准正交基下的坐标)，

则有α′Aβ = (Aα)′β = 0,由此可知α ⊥ Aβ,所以U是V在Rn的正交补空间,证毕。

1



五、设A为一个n阶复方阵，A的特征多项式f(λ) = (λ − λ1)
r1(λ − λ2)

r2 · · · (λ − λn)
rn,其

中λ1, λ2, ..., λn互不相同.证明:A的若尔当标准型中λi为对角元的若尔当块的个数等于Vi的维

数.

证：由于A为复方阵，所以必存在可逆矩阵T使得T−1AT = J(J为若当标准型，其中，

J =


J1 0

J2
. . .

0 Jn


而Vi的维数与属于λi的特征向量的秩相同，所以要证明题目结论，即证A的若当标准型中Ji中若当块的

个数等于属于λi的特征向量的秩。

设Ji若当块个数为m,属于λi的特征向量的秩为n,而对∀(λE − Ji),设其秩为Ri.显然Ri=ri-m.考虑齐次方

程组JiX = 0,则解得X的基础解系为属于λi的特征向量的极大无关组，基础解系的秩为ri − Ri = m,而

特征向量秩为n，所以m=n,得证。

六、已知α1, α2, ..., αm与β1, β2, ..., βm为欧氏空间的两组向量.证明:若(αi, αj) = (βi, βj)(i, j =

1, 2, ...,m)则子空间V1=L(α1, α2, ..., αm)与V2 = L(β1, β2, ..., βm)同构.

证：定义一个线性变换δ(
n∑
i=1

kiαi) =
n∑
i=1

kiβi。下面证δ为同构映射。

由δ(0) = 0知δ为单射。而对任意
n∑
i=1

kiβi有原像为
n∑
i=1

kiαi,所以δ为满射。又有(δ(
n∑
i=1

aiαi), δ(
n∑
i=1

biαi)) =

(
n∑
i=1

aiβi,
n∑
i=1

biβi) = (
n∑
i=1

aiαi,
n∑
i=1

biαi),所以δ保内积.综上所述δ为同构映射，得证。

七、设A,B是n × n实对称矩阵，A正定.证明:AB相似于对角矩阵.又若B也正定，则AB的

特征值为正实数.

证：（1）因为A为正定的实对称矩阵，所以必定存在一个正交矩阵T1使得T
−1
1 AT1 = E，记B1 = T−11 BT1。

由B是实对称矩阵，则B一定相似于对角阵，所以B1也相似于对角阵,并记该对角阵为B2。于是存在一

个T2有T
−1
2 B1T2 = B2,而T

−1
2 T−12 B1T2 = B2T2 = E,因此(T1T2)

−1AB(T1T2) = (T1T2)
−1A(T1T2)(T1T2)

−1B(T1T2) =

B2,可知AB与对角矩阵相似。

（2）而B正定，则B2的对角元都为正实数，所以B2的特征值都为实数。而AB相似于B2，所以特征值相

同，所以AB的特征值也都为正实数，得证。
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